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第一部分：引言 
現代的物理學發展的框架下，喜歡從作用量 Action 𝑆𝑆出發，當物理學家寫下 Action 後（根據實

驗、物理現象和限制等等猜出），針對 Action 做變分𝛿𝛿𝑆𝑆（Variation）後，在最小作用量原理

（Principle of least action）𝛿𝛿𝑆𝑆 = 0的要求下，就可以得到物理遵守的運動方程，後續就根據不同的物

理系統求滿足運動方程的物理量變化。 
古典力學的發展上，由 d' Alembert 利用虛功原理可以得到 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑥𝑖𝑖

−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

= 0 

後來 Hamilton 進一步闡明上述方程是滿足 

𝑆𝑆 = � 𝜕𝜕(𝑥𝑥1 … 𝑥𝑥𝑖𝑖, �̇�𝑥1 … �̇�𝑥𝑖𝑖, 𝑑𝑑)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

利用變分法取極值𝛿𝛿𝑆𝑆 = 0的必然結果。 
在物理學上，變分法通常用於新理論在初期發展時，由於物理學家還不知道正確的運動方程，

故會根據實驗成果、物理經驗等去猜 Action 可能的形式，然後利用變分法得到描述 Lagrangian 滿足

的運動方程，此後變分法便功成身退，後續的解題過程只要處理運動方程即可。例如 

𝑆𝑆 = � 𝜕𝜕(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

用變分後可以得到 Euler-Lagrange equation 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑥 −

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 0 

BaCon



後續理論力學課程只要會解 Euler-Lagrange equation 就好，所以整學年的課程變分法不常出現，於是

應數相關的書籍對於變分法提及就不多。故在此簡單用不是數學上嚴謹的方式稍為介紹一下變分

法。 
 

第二部分：初階變分法 
 如果今天，一個泛函（Functional）的積分問題 

𝑆𝑆[𝐹𝐹(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑)] = � 𝐹𝐹(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

其中，𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑑𝑑)、�̇�𝑥 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
，固定 a、b 下改變軌跡𝑥𝑥(𝑑𝑑)的形式會對積分𝑆𝑆造成影響，我們想找到𝑆𝑆的極

值（Extreme value，不論極大或極小）下，軌跡𝑥𝑥(𝑑𝑑)會是什麼形式？或是𝐹𝐹(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑)該滿足什麼條件？

根據微積分的概念，在𝑓𝑓(𝑥𝑥)極值𝑥𝑥0附近做微小的變化𝑥𝑥0 + 𝜀𝜀時，𝑓𝑓(𝑥𝑥)是不會有變化的，即𝑑𝑑𝑓𝑓 = 0。類

似的想法，𝑆𝑆在極值附近時，𝑥𝑥(𝑑𝑑)稍微改變形式，𝛿𝛿𝑆𝑆 = 0。我們可以將積分問題簡單的用圖像表達，

不同𝑥𝑥(𝑑𝑑)的函數形式表示不同的路徑連結 a 到 b 點。 

  
 
如果𝑥𝑥(𝑑𝑑)是滿足𝑆𝑆的極值，那麼如果加入微小的任意函數𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑑𝑑)，其中𝜀𝜀(𝑑𝑑)滿足𝜀𝜀(𝑎𝑎) = 𝜀𝜀(𝑏𝑏) = 0，使

a、b 兩點𝐹𝐹(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑)不變。在加入微小的任意函數𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑑𝑑)後 
𝑥𝑥(𝑑𝑑) → 𝑥𝑥(𝑑𝑑) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑑𝑑) 
�̇�𝑥(𝑑𝑑) → �̇�𝑥(𝑑𝑑) + 𝜀𝜀�̇�𝜀(𝑑𝑑) 

𝐹𝐹(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑) → 𝐹𝐹(𝑥𝑥 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, �̇�𝑥 + 𝜀𝜀�̇�𝜀, 𝑑𝑑) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑) + 𝛿𝛿𝐹𝐹 
我們知道𝑆𝑆在極值附近，微小變化𝜀𝜀時，𝑆𝑆不變： 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = 𝑆𝑆[𝐹𝐹(𝑥𝑥 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, �̇�𝑥 + 𝜀𝜀�̇�𝜀, 𝑑𝑑)]− 𝑆𝑆[𝐹𝐹(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑)] = 0 ↔
𝛿𝛿𝑆𝑆
𝛿𝛿𝜀𝜀 = 0 

𝛿𝛿𝑆𝑆的變化完全是由𝛿𝛿𝐹𝐹造成的，所以可以寫為 

𝛿𝛿𝑆𝑆
𝛿𝛿𝜀𝜀 =

𝛿𝛿
𝛿𝛿𝜀𝜀
� 𝐹𝐹𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= �

𝛿𝛿𝐹𝐹
𝛿𝛿𝜀𝜀 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 0 

利用微積分的手法，將
𝛿𝛿𝛿𝛿
𝛿𝛿𝛿𝛿
展開 

𝛿𝛿𝑆𝑆
𝛿𝛿𝜀𝜀 = �

𝛿𝛿𝐹𝐹
𝛿𝛿𝜀𝜀 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝛿𝛿𝑥𝑥
𝛿𝛿𝜀𝜀 +

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥

𝛿𝛿�̇�𝑥
𝛿𝛿𝜀𝜀 +

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑑𝑑

𝛿𝛿𝑑𝑑
𝛿𝛿𝜀𝜀 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

但我們只針對做軌跡𝑥𝑥變分，沒有對𝑑𝑑變分，所以 



𝛿𝛿𝑑𝑑
𝛿𝛿𝜀𝜀 = 0 

𝛿𝛿𝑆𝑆
𝛿𝛿𝜀𝜀 = �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝛿𝛿𝑥𝑥
𝛿𝛿𝜀𝜀 +

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥

𝛿𝛿�̇�𝑥
𝛿𝛿𝜀𝜀 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

觀察
𝛿𝛿𝑑𝑑
𝛿𝛿𝛿𝛿
、

𝛿𝛿�̇�𝑑
𝛿𝛿𝛿𝛿
： 

�

𝛿𝛿𝑥𝑥
𝛿𝛿𝜀𝜀 =

𝛿𝛿
𝛿𝛿𝜀𝜀

(𝑥𝑥 + 𝜀𝜀𝜀𝜀) = 𝜀𝜀

𝛿𝛿�̇�𝑥
𝛿𝛿𝜀𝜀 =

𝛿𝛿
𝛿𝛿𝜀𝜀

(�̇�𝑥 + 𝜀𝜀�̇�𝜀) = �̇�𝜀
 

可以得到 

𝛿𝛿𝑆𝑆
𝛿𝛿𝜀𝜀 = �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝜀𝜀 +

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥 �̇�𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝜀𝜀 +

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥

𝑑𝑑𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝑏𝑏

𝑎𝑎
�

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥

𝑑𝑑𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

我們針對最後一項做分部積分 

�
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥

𝑑𝑑𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
=
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥 𝜀𝜀�𝑎𝑎

𝑏𝑏

− � �
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥�𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

注意紅色這一項，因為我們要求𝜀𝜀(𝑑𝑑)滿足𝜀𝜀(𝑎𝑎) = 𝜀𝜀(𝑏𝑏) = 0，所以
𝜕𝜕𝛿𝛿
𝜕𝜕�̇�𝑑
𝜀𝜀�

𝑎𝑎

𝑏𝑏
= 0 

∴
𝛿𝛿𝑆𝑆
𝛿𝛿𝜀𝜀 = �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
− � �

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥� 𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= � �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥�𝜀𝜀𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 0 

因為𝜀𝜀(𝑑𝑑)是任意的，所以 

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥 = 0 𝐸𝐸𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑒𝑒𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿 

  



第三部分：簡化變分表示法 
第一部分介紹了簡單的變分法概念，但是需要引入任意的函數𝜀𝜀(𝑑𝑑)，手法上稍嫌煩瑣，不利於

後續操作。第二部分以相同的概念，採用比較抽象的想法但相同的數學手法，演示一次變分法的操

作。有點像將變分的操作類同於微分操作。 

  
針對同一種泛函（Functional）的積分問題 

𝑆𝑆[𝐹𝐹(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑)] = � 𝐹𝐹(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

當我們針對𝑥𝑥做變分，  
𝑥𝑥 → 𝑥𝑥 + 𝛿𝛿𝑥𝑥 

變分𝛿𝛿𝑥𝑥滿足 
𝛿𝛿𝑥𝑥(𝑎𝑎) = 𝛿𝛿𝑥𝑥(𝑏𝑏) = 0 

𝑥𝑥的變分會導致�̇�𝑥、𝐹𝐹發生變化 

� �̇�𝑥(𝑥𝑥) → �̇�𝑥(𝑥𝑥 + 𝛿𝛿𝑥𝑥) = �̇�𝑥(𝑥𝑥) + 𝛿𝛿�̇�𝑥
𝐹𝐹(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑) → 𝐹𝐹(𝑥𝑥 + 𝛿𝛿𝑥𝑥, �̇�𝑥(𝑥𝑥) + 𝛿𝛿�̇�𝑥, 𝑑𝑑) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥, �̇�𝑥, 𝑑𝑑) + 𝛿𝛿𝐹𝐹 

我們要求𝛿𝛿𝑆𝑆 = 0 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = 𝛿𝛿 � 𝐹𝐹𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= � 𝛿𝛿𝐹𝐹𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 0 

概念上很好理解的是，𝛿𝛿𝐹𝐹的變化和𝛿𝛿𝑥𝑥、𝛿𝛿𝑥𝑥有關，所以將𝛿𝛿𝐹𝐹展開 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = � 𝛿𝛿𝐹𝐹𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝛿𝛿𝑥𝑥 +

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥 𝛿𝛿�̇�𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

進階：Thm.1 :微分與變分對調 

如果今天微分與變分針對的對象不同，如對 t 微分
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
、對𝑥𝑥變分𝛿𝛿𝑥𝑥，則

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
與𝛿𝛿可以對調。 

𝛿𝛿𝑓𝑓̇ = 𝑓𝑓̇(𝑥𝑥 + 𝛿𝛿𝑥𝑥)− 𝑓𝑓̇(𝑥𝑥) =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝛿𝛿𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝛿𝛿𝑓𝑓 

將𝛿𝛿�̇�𝑥對調
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛿𝛿𝑥𝑥 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = �
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝛿𝛿𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝑏𝑏

𝑎𝑎
�

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥 �

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝛿𝛿𝑥𝑥�𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

同樣的手法對第二項做分部積分 

�
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥 �

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝛿𝛿𝑥𝑥�𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
=
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥 𝛿𝛿𝑥𝑥�𝑎𝑎

𝑏𝑏

− � �
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥�𝛿𝛿𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 



注意紅色這一項，因為我們要求變分𝛿𝛿𝑥𝑥滿足𝛿𝛿𝑥𝑥(𝑎𝑎) = 𝛿𝛿𝑥𝑥(𝑏𝑏) = 0，所以
𝜕𝜕𝛿𝛿
𝜕𝜕�̇�𝑑
𝛿𝛿𝑥𝑥�

𝑎𝑎

𝑏𝑏
= 0 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = �
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝛿𝛿𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 −

� �
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥� 𝛿𝛿𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= � �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥�𝛿𝛿𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 0 

 
𝛿𝛿𝑥𝑥 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑎𝑎𝑢𝑢𝑏𝑏𝑖𝑖𝑑𝑑𝑢𝑢𝑎𝑎𝑢𝑢𝑎𝑎. 

 

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥 = 0 𝐸𝐸𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑒𝑒𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿 

 
進階：Thm.2:變分的 Chain rule 

𝛿𝛿(𝐹𝐹𝐹𝐹) =
𝜕𝜕(𝐹𝐹𝐹𝐹)
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝛿𝛿𝑥𝑥 +

𝜕𝜕(𝐹𝐹𝐹𝐹)
𝜕𝜕�̇�𝑥 𝛿𝛿�̇�𝑥 = �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝐹𝐹 + 𝐹𝐹

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥�𝛿𝛿𝑥𝑥 + �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥 𝐹𝐹 + 𝐹𝐹

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥� 𝛿𝛿�̇�𝑥 

= �
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝛿𝛿𝑥𝑥 +

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥 𝛿𝛿�̇�𝑥�𝐹𝐹 + 𝐹𝐹 �

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝛿𝛿𝑥𝑥 +

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕�̇�𝑥 𝛿𝛿�̇�𝑥� =  𝛿𝛿𝐹𝐹 ∙ 𝐹𝐹 + 𝐹𝐹 ∙ 𝛿𝛿𝐹𝐹 

進階：Thm.3:針對函數𝐹𝐹同乘同除另一函數 G，不影響變分 

𝛿𝛿𝐹𝐹 = 𝛿𝛿 �𝐹𝐹 ∙
𝐹𝐹
𝐹𝐹� = 𝛿𝛿(𝐹𝐹 ∙ 𝐹𝐹 ∙ 𝐹𝐹−1) = 𝛿𝛿𝐹𝐹 ∙ 𝐹𝐹 ∙ 𝐹𝐹−1 + 𝐹𝐹 ∙ 𝛿𝛿𝐹𝐹 ∙ 𝐹𝐹−1 + 𝐹𝐹 ∙ 𝐹𝐹 ∙ 𝛿𝛿(𝐹𝐹−1)

= 𝛿𝛿𝐹𝐹 + 𝐹𝐹 ∙ 𝛿𝛿𝐹𝐹 ∙ 𝐹𝐹−1 + 𝐹𝐹 ∙ 𝐹𝐹 ∙ �−
𝛿𝛿𝐹𝐹
𝐹𝐹2� = 𝛿𝛿𝐹𝐹 

 

第四部分：淺談 Particle 與 EM Field 交互作用下的 Action 
以前我們學古典力學時，完整描述一個 Particle 只須寫下它的 Lagrangian 

𝑆𝑆 = � 𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= � 𝑇𝑇 − 𝑈𝑈 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= � 𝑇𝑇 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ � −𝑈𝑈 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 𝑆𝑆𝑃𝑃 + 𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿  

其中，動能項𝑇𝑇可視為 Free particle 的 Action 𝑆𝑆𝑃𝑃，位能項𝑈𝑈就是 Particle 和 Field 交互作用的 Action 
𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿。在電磁學我們學到 Field 也有帶有動量、能量，所以完整描述電磁運動會包含 Field 的 Action 
𝑆𝑆𝛿𝛿  

𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑃𝑃 + 𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 + 𝑆𝑆𝛿𝛿 

第五部分：Free Particle Action 的變分 

在相對論性下，描述 Free particle 我們會利用 4-displacement 𝜼𝜼 = 𝜀𝜀𝜇𝜇�̂�𝑢𝜇𝜇 = �𝜏𝜏, 0�⃑ �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = (𝑑𝑑, 𝜀𝜀)來

描述粒子的軌跡，其中𝜏𝜏是 particle 的 proper time。這邊採用𝜀𝜀𝜇𝜇與𝑥𝑥𝜇𝜇區分軌跡與時空（因應後續諾特

定理討論，需嚴謹區分軌跡和時空，軌跡是物理量，時空是座標，是不同的概念）；描述粒子速度利

用 4-Velocity 𝑼𝑼 = 𝑈𝑈𝜇𝜇�̂�𝑢𝜇𝜇 = (𝛾𝛾𝛾𝛾, 𝛾𝛾𝑣𝑣) = 𝑑𝑑𝜂𝜂𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑
�̂�𝑢𝜇𝜇，其中𝜏𝜏是 particle 的 proper time。更進一步說𝑈𝑈𝜇𝜇 =

𝑈𝑈𝜇𝜇(𝑥𝑥𝜈𝜈)，速度𝑈𝑈𝜇𝜇會隨在時空的不同座標𝑥𝑥𝜈𝜈發生改變。在這邊的想法是，一個 Free particle 從時空中

a 跑到 b，我們針對不同路徑𝜀𝜀𝜇𝜇下的 Action 𝑆𝑆𝑃𝑃去算極值，即對𝑥𝑥𝜇𝜇作變分 



𝜀𝜀𝜇𝜇 → 𝜀𝜀𝜇𝜇 + 𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇  
𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇(𝑎𝑎) = 𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇(𝑏𝑏) = 0 

Free particle 的 Action 𝑆𝑆𝑃𝑃為 

𝑆𝑆𝑃𝑃 = � −𝑚𝑚𝛾𝛾2𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

經過變分 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃 = 𝛿𝛿 � −𝑚𝑚𝛾𝛾2𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −𝑚𝑚𝛾𝛾2� 𝛿𝛿𝑑𝑑𝜏𝜏

𝑏𝑏

𝑎𝑎
  

看起來𝑑𝑑𝜏𝜏好像與𝜀𝜀𝜇𝜇 → 𝜀𝜀𝜇𝜇 + 𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇變分無關，不過回憶一件事情 
∵ 𝛾𝛾2𝑑𝑑𝜏𝜏2 = 𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇  

∴ 𝛾𝛾𝑑𝑑𝜏𝜏 = �𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇 

所以 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃 = −𝑚𝑚𝛾𝛾� 𝛿𝛿�𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −𝑚𝑚𝛾𝛾�

1
2
𝛿𝛿𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇 ∙ 𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇 + 𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇 ∙ 𝛿𝛿𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇

�𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

進階：Thm.4: 對 Scalar 變分與上下標無關 
回憶度規張量 Metric Tensor 𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈： 

𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈 = �̂�𝑢𝜇𝜇 ∙ �̂�𝑢𝜈𝜈 
𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝐿𝐿𝜈𝜈𝜇𝜇  

𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈 ≡ �𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈�
−1

 

𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈𝐿𝐿𝜈𝜈𝜈𝜈 = δ𝜇𝜇𝜈𝜈（𝐷𝐷𝑢𝑢𝑢𝑢𝑑𝑑𝑎𝑎 𝑓𝑓𝑢𝑢𝐿𝐿𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿，暫時不要跟變分𝛿𝛿搞混）。 
度規張量𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈是時空的內稟性質(Intrinsic Property)，與𝑥𝑥𝜇𝜇無關，意思是對𝑥𝑥𝜇𝜇變分與度規𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈無

關。度規張量可以用作上下標轉換（Index lowering or raising） 
𝑥𝑥𝜇𝜇 = 𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈𝑥𝑥𝜈𝜈、𝑥𝑥𝜇𝜇 = 𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈𝑥𝑥𝜈𝜈 

因為對對𝑥𝑥𝜇𝜇變分與度規𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈無關，所以 
𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇 = 𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈𝛿𝛿𝑥𝑥𝜈𝜈、𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇 = 𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈𝛿𝛿𝑥𝑥𝜈𝜈 

對一個 Scalar 作變分，例如𝑥𝑥𝜇𝜇𝑎𝑎𝜇𝜇是一個 Scalar（𝑥𝑥𝜇𝜇𝑎𝑎𝜇𝜇 = 𝑥𝑥𝜇𝜇𝑎𝑎𝜇𝜇） 
𝛿𝛿�𝑥𝑥𝜇𝜇𝑎𝑎𝜇𝜇� = 𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇 ∙ 𝑎𝑎𝜇𝜇 + 𝑥𝑥𝜇𝜇 ∙ 𝛿𝛿𝑎𝑎𝜇𝜇 = 𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈𝛿𝛿𝑥𝑥𝜈𝜈 ∙ 𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈𝑎𝑎𝜈𝜈 + 𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈𝑥𝑥𝜈𝜈 ∙ 𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈𝛿𝛿𝑎𝑎𝜈𝜈 

= 𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈(𝛿𝛿𝑥𝑥𝜈𝜈 ∙ 𝑎𝑎𝜈𝜈 + 𝑥𝑥𝜈𝜈 ∙ 𝛿𝛿𝑎𝑎𝜈𝜈) = 𝐿𝐿𝜈𝜈𝜇𝜇𝐿𝐿𝜇𝜇𝜈𝜈𝛿𝛿(𝑥𝑥𝜈𝜈𝑎𝑎𝜈𝜈) 
= δ𝜈𝜈𝜈𝜈𝛿𝛿(𝑥𝑥𝜈𝜈𝑎𝑎𝜈𝜈) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥𝜈𝜈𝑎𝑎𝜈𝜈) = 𝛿𝛿�𝑥𝑥𝜇𝜇𝑎𝑎𝜇𝜇� 

同理 
𝑥𝑥𝜇𝜇𝛿𝛿𝑎𝑎𝜇𝜇 = 𝑥𝑥𝜇𝜇𝛿𝛿𝑎𝑎𝜇𝜇  

所以 
𝛿𝛿𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇 ∙ 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇 ∙ 𝛿𝛿𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇 = 𝛿𝛿𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇 ∙ 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇 ∙ 𝛿𝛿𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇 = 2𝛿𝛿𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇 ∙ 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃 = −𝑚𝑚𝛾𝛾�
1
2

2𝛿𝛿𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇 ∙ 𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇
�𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −𝑚𝑚𝛾𝛾�

𝛿𝛿𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇 ∙ 𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇
𝛾𝛾𝑑𝑑𝜏𝜏

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −𝑚𝑚� 𝛿𝛿𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇 ∙ 𝑈𝑈𝜇𝜇

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

利用 Thm.1 的方法，我們將𝛿𝛿𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇對調成𝑑𝑑𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇，並作分部積分 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃 = −𝑚𝑚� 𝑈𝑈𝜇𝜇𝑑𝑑𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −𝑈𝑈𝜇𝜇𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇�𝑎𝑎

𝑏𝑏
+ 𝑚𝑚� 𝑑𝑑𝑈𝑈𝜇𝜇𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

邊界項因為變分邊界𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇(𝑎𝑎) = 𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇(𝑏𝑏) = 0，後面那一項利用 Thm.3 同乘同除𝑑𝑑𝜏𝜏不影響變分 



𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃 = 𝑚𝑚� 𝑑𝑑𝑈𝑈𝜇𝜇𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= � 𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑈𝑈𝜇𝜇
𝑑𝑑𝜏𝜏 𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

所以對 Free particle 而言，𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃 = 0使得 

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑈𝑈𝜇𝜇
𝑑𝑑𝜏𝜏 = 0 

觀察𝜇𝜇 = 1~3 

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑣𝑣
𝑑𝑑𝜏𝜏 = 0 

Free particle 沒有加速度，保持等速運動。 
 

第六部分：Charge Particle 與 EM Field 作用下的變分與運動方程 
在這一部分中，我們想探討一個 Charge Particle 在給定的 EM Field 下如何運動？（注意喔，給定

的 EM Field 表示我們不對 EM Field 作變分）。相對論性電磁學下我們會寫下 4-Potential 𝑨𝑨 = 𝐴𝐴𝜇𝜇�̂�𝑢𝜇𝜇 =
�𝜙𝜙,𝐴𝐴�，在這邊採用高斯制（Gaussian unit），而 Charge Particle 交互作用的 Action 𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿會寫成 

𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = � −
𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑𝜀𝜀

𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

完整的描述 Charge Particle 運動即為 

𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑃𝑃 + 𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = � −𝑚𝑚𝛾𝛾2𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ � −

𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑𝜀𝜀

𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

  
在這邊，我們考慮 Charge Particle 在時空中的路徑作𝜀𝜀𝜇𝜇變分 

𝜀𝜀𝜇𝜇 → 𝜀𝜀𝜇𝜇 + 𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇  
雖然我們沒有對 EM Field 𝐴𝐴𝜇𝜇作變分，但是走不同路徑感受到的位能是不一樣的，所以 Action 走不同

的路徑會有不同的𝐴𝐴𝜇𝜇（意思是𝐴𝐴𝜇𝜇的變化來自於路徑𝑥𝑥𝜇𝜇不同，而不是對𝐴𝐴𝜇𝜇作變分） 
𝐴𝐴𝜇𝜇(𝜀𝜀𝜇𝜇) → 𝐴𝐴𝜇𝜇(𝜀𝜀𝜇𝜇 + 𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇) = 𝐴𝐴𝜇𝜇(𝜀𝜀𝜇𝜇) + 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 

我們計算𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿如何變分： 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = 𝛿𝛿 � −
𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑𝜀𝜀

𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −

𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
−
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝛿𝛿𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

利用 Thm.1 的方法，我們將𝛿𝛿𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇對調𝑑𝑑𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇   
𝛿𝛿𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇 = 𝑑𝑑𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇  

並作分部積分，邊界項會消失 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = −
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
−
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝑑𝑑𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −

𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
−
𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝛿𝛿𝜀𝜀

𝜇𝜇�
𝑎𝑎

𝑏𝑏
+
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝑑𝑑𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

利用 Thm.3 同乘同除𝑑𝑑𝜏𝜏不影響變分 



𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = −
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝑑𝑑𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −

𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙

𝑑𝑑𝜀𝜀𝜇𝜇

𝑑𝑑𝜏𝜏 𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+
𝑢𝑢
𝛾𝛾
�

𝑑𝑑𝐴𝐴𝜇𝜇
𝑑𝑑𝜏𝜏 𝑑𝑑𝜏𝜏 ∙ 𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

因為 

⎩
⎨

⎧ 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 =
𝜕𝜕𝐴𝐴𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜀𝜀𝜈𝜈 𝛿𝛿𝜀𝜀

𝜈𝜈

𝑑𝑑𝐴𝐴𝜇𝜇
𝑑𝑑𝜏𝜏 =

𝜕𝜕𝐴𝐴𝜇𝜇
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈

𝑑𝑑𝜀𝜀𝜈𝜈

𝑑𝑑𝜏𝜏 =
𝜕𝜕𝐴𝐴𝜇𝜇
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈 𝑢𝑢

𝜈𝜈
 

代入得到 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = −
𝑢𝑢
𝛾𝛾
�

𝜕𝜕𝐴𝐴𝜇𝜇
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈 𝛿𝛿𝜀𝜀

𝜈𝜈 ∙ 𝑢𝑢𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+
𝑢𝑢
𝛾𝛾
�

𝜕𝜕𝐴𝐴𝜇𝜇
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈 𝑢𝑢

𝜈𝜈𝑑𝑑𝜏𝜏 ∙ 𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

= −
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� �𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇�𝑢𝑢𝜇𝜇𝛿𝛿𝜀𝜀𝜈𝜈𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� �𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇�𝑢𝑢𝜈𝜈𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

我們想要把變分𝛿𝛿𝜀𝜀𝜈𝜈和𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇一起提出來，但是上標不一樣。但因為每一項𝜇𝜇、𝜈𝜈都是 Dummy index，可

以互換𝜇𝜇 ↔ 𝜈𝜈，我們把第一項的𝜇𝜇、𝜈𝜈互換，就可以把兩項合併 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = −
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� �𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈�𝑢𝑢𝜈𝜈𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� �𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇�𝑢𝑢𝜈𝜈𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

= −
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� �𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇�𝑢𝑢𝜈𝜈𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

完整考慮 Charge Particle 在 EM Field 中的運動 
𝛿𝛿𝑆𝑆 = 𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃 + 𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = 0 

所以 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃 + 𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = � 𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑈𝑈𝜇𝜇
𝑑𝑑𝜏𝜏

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏 −

𝑢𝑢
𝛾𝛾
� �𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇�𝑢𝑢𝜈𝜈𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

= � �𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑈𝑈𝜇𝜇
𝑑𝑑𝜏𝜏 −

𝑢𝑢
𝛾𝛾
�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇�𝑈𝑈𝜈𝜈�

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝛿𝛿𝜀𝜀𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏 = 0 

會得到 

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑈𝑈𝜇𝜇
𝑑𝑑𝜏𝜏 −

𝑢𝑢
𝛾𝛾
�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇�𝑈𝑈𝜈𝜈 = 0 

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑈𝑈𝜇𝜇
𝑑𝑑𝜏𝜏 =

𝑢𝑢
𝛾𝛾
�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇�𝑈𝑈𝜈𝜈 ≡

𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑈𝑈

𝜈𝜈  

我們定義電磁張量 Electromagnetic Tensor 
𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇 

電場𝐸𝐸�⃑、磁場𝐵𝐵�⃑與𝜙𝜙、𝐴𝐴的關係（高斯制） 

�𝐸𝐸�⃑ = −∇𝜙𝜙 −
1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐴𝐴
𝜕𝜕𝑑𝑑

𝐵𝐵�⃑ = ∇ × 𝐴𝐴
 

其中 
𝐴𝐴𝜈𝜈 → �𝜙𝜙,−𝐴𝐴𝑑𝑑 ,−𝐴𝐴𝑦𝑦,−𝐴𝐴𝑧𝑧� 

𝜕𝜕𝜇𝜇 → �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥0 ,

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1 ,

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2 ,

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3� = �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝛾𝛾𝑑𝑑 ,

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 ,

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑎𝑎 ,

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕� 

可以計算 



𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇 =

⎝

⎜
⎛

0 𝐸𝐸𝑑𝑑
−𝐸𝐸𝑑𝑑 0

𝐸𝐸𝑦𝑦 𝐸𝐸𝑧𝑧
−𝐵𝐵𝑧𝑧 𝐵𝐵𝑦𝑦

−𝐸𝐸𝑦𝑦 𝐵𝐵𝑧𝑧
−𝐸𝐸𝑧𝑧 −𝐵𝐵𝑦𝑦

0 −𝐵𝐵𝑑𝑑
𝐵𝐵𝑑𝑑 0 ⎠

⎟
⎞

 

𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇 =

⎝

⎜
⎛

0 −𝐸𝐸𝑑𝑑
𝐸𝐸𝑑𝑑 0

−𝐸𝐸𝑦𝑦 −𝐸𝐸𝑧𝑧
−𝐵𝐵𝑧𝑧 𝐵𝐵𝑦𝑦

𝐸𝐸𝑦𝑦 𝐵𝐵𝑧𝑧
𝐸𝐸𝑧𝑧 −𝐵𝐵𝑦𝑦

0 −𝐵𝐵𝑑𝑑
𝐵𝐵𝑑𝑑 0 ⎠

⎟
⎞

 

第七部分：4-Volume 𝒅𝒅𝟒𝟒𝒙𝒙與 Lagrangian Density 𝓛𝓛 
因為時空在相對論下是等價的，利用相對性原理（Principle of Relativity）和最小作用量原理

（Principle of least action）的要求，物理學家會將 Action 𝑆𝑆寫成 Scalar 的形式，從而保證在任何作標

系下𝛿𝛿𝑆𝑆 = 0。剛剛我們所列下來的 Action： 

𝑆𝑆𝑃𝑃 = −𝑚𝑚𝛾𝛾2� 𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = −
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑃𝑃 + 𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = −𝑚𝑚𝛾𝛾2 � 𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
−
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= � −𝛾𝛾𝑚𝑚𝛾𝛾2 − 𝛾𝛾𝑢𝑢𝜙𝜙 +

𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝐴𝐴 ∙ 𝛾𝛾𝑣𝑣 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= � 𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

雖然 Action 都滿足 Scalar 的要求，但是 Lagrangian 𝜕𝜕本身並不是 Scalar，因為換到不同座標系下會不

一樣，物理學家於是想要進一步將 Lagrangian 𝜕𝜕改寫成 Scalar 的形式。我們定義 4-Volume 𝑑𝑑4𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝛾𝛾𝜏𝜏𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝛾𝛾𝜏𝜏𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑎𝑎𝑑𝑑𝜕𝜕，並將原本的 Action 改寫 

𝑆𝑆𝑃𝑃 = −𝑚𝑚𝛾𝛾2� 𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −�𝜌𝜌𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑 𝛾𝛾2 � 𝑑𝑑𝜏𝜏

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −�𝜌𝜌𝑚𝑚𝛾𝛾𝑑𝑑𝛾𝛾𝜏𝜏𝑑𝑑𝑑𝑑 = �−𝜌𝜌𝑚𝑚𝛾𝛾𝑑𝑑4𝑥𝑥 

𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = −
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −

∫𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛾𝛾

� 𝐴𝐴𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝜏𝜏 𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −

1
𝛾𝛾
�𝜌𝜌𝐴𝐴𝜇𝜇𝑢𝑢𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏𝑑𝑑𝑑𝑑 = −

1
𝛾𝛾2
�𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑𝛾𝛾𝜏𝜏𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= −
1
𝛾𝛾2
�𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 

其中，4-current density 𝑱𝑱 = 𝐽𝐽𝜇𝜇�̂�𝑢𝜇𝜇 = 𝜌𝜌𝑢𝑢𝜇𝜇�̂�𝑢𝜇𝜇。特別的是，𝑑𝑑4𝑥𝑥是一個不變量 Invariant，所以是一個

Scalar。另外在加上 EM Field 的 Action 𝑆𝑆𝛿𝛿  

𝑆𝑆𝛿𝛿 = −
1

16𝜋𝜋𝛾𝛾
�𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 

𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑃𝑃 + 𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 + 𝑆𝑆𝛿𝛿 = �−𝜌𝜌𝑚𝑚𝛾𝛾 −
1
𝛾𝛾2 𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽

𝜇𝜇 −
1

16𝜋𝜋𝛾𝛾 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹
𝜇𝜇𝜈𝜈 𝑑𝑑4𝑥𝑥 ≡ �ℒ𝑑𝑑4𝑥𝑥 

因為 4-Volume 𝑑𝑑4𝑥𝑥是一個 Scalar，Action 也是一個 Scalar，所以ℒ也是一個 Scalar。ℒ我們稱為

Lagrangian density，Lagrangian density ℒ在任何座標系下都是 Scalar，形式保持不變： 

ℒ = −𝜌𝜌𝑚𝑚𝛾𝛾 −
1
𝛾𝛾2 𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽

𝜇𝜇 −
1

16𝜋𝜋𝛾𝛾 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹
𝜇𝜇𝜈𝜈 

  



進階：𝑑𝑑4𝑥𝑥是一個不變量 Invariant 
物理 proof 

因為 Time dilation 和 Length contraction 相反。如果𝜏𝜏、�̅�𝑥是 proper time 和 proper length 
𝑑𝑑 = 𝛾𝛾𝜏𝜏 

𝑥𝑥 =
�̅�𝑥
𝛾𝛾 

所以 

𝑑𝑑𝛾𝛾𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑑𝑑𝛾𝛾(𝛾𝛾𝜏𝜏)𝑑𝑑 �
�̅�𝑥
𝛾𝛾� = 𝑑𝑑𝛾𝛾𝜏𝜏𝑑𝑑�̅�𝑥 

 
數學 proof 
回憶 Jacobian 𝐽𝐽 

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑎𝑎 = 𝑢𝑢𝑑𝑑𝑢𝑢𝑑𝑑𝑟𝑟 = 𝐽𝐽(𝑢𝑢,𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑢𝑢𝑑𝑑𝑟𝑟 
其中 

𝐽𝐽(𝑢𝑢, 𝑟𝑟) = �

𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑟𝑟

𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑟𝑟

� = �

𝜕𝜕𝑢𝑢𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑢𝑢𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑟𝑟

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑟𝑟

� = �𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟 −𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿𝑟𝑟
𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿𝑟𝑟 𝑢𝑢𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟 � = 𝑢𝑢 

同理 

𝑑𝑑𝛾𝛾𝑑𝑑̅𝑑𝑑�̅�𝑥 = 𝐽𝐽(𝛾𝛾𝑑𝑑, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝛾𝛾𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥 = �

𝜕𝜕𝛾𝛾𝑑𝑑̅
𝜕𝜕𝛾𝛾𝑑𝑑

𝜕𝜕𝛾𝛾𝑑𝑑̅
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕�̅�𝑥
𝜕𝜕𝛾𝛾𝑑𝑑

𝜕𝜕�̅�𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥

� 𝑑𝑑𝛾𝛾𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥 

回憶勞倫茲轉換 

�𝛾𝛾𝑑𝑑
̅ = 𝛾𝛾(𝛾𝛾𝑑𝑑 − 𝛽𝛽𝑥𝑥)

�̅�𝑥 = 𝛾𝛾(𝑥𝑥 − 𝛽𝛽𝛾𝛾𝑑𝑑)  

代回去計算 

𝑑𝑑𝛾𝛾𝑑𝑑̅𝑑𝑑�̅�𝑥 = � 𝛾𝛾 −𝛽𝛽𝛾𝛾
−𝛽𝛽𝛾𝛾 𝛾𝛾 � 𝑑𝑑𝛾𝛾𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝛾𝛾2(1 − 𝛽𝛽2)𝑑𝑑𝛾𝛾𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑑𝑑𝛾𝛾𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥 

所以𝑑𝑑4𝑥𝑥在勞倫茲轉換下是一個不變量。 

 
  



第八部分：給定 Source 下對 EM Field 變分與 Maxwell equation 
在這一部分，我們在給定 Source 下，討論 EM Field 的分佈（給定 Source 下表示我們不對 Source 下

的分佈𝜀𝜀𝜇𝜇作變分）。 

𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 + 𝑆𝑆𝛿𝛿 = �−
1
𝛾𝛾2 𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽

𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 + �−
1

16𝜋𝜋𝛾𝛾 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹
𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 

我們想知道 EM Field 的分佈，所以我們針對𝐴𝐴𝜇𝜇

作變分 
𝐴𝐴𝜇𝜇 → 𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 

我們來觀察𝐽𝐽𝜇𝜇、𝑑𝑑4𝑥𝑥、𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈會不會受到影響？ 

𝐽𝐽𝜇𝜇 = 𝜌𝜌
𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝜏𝜏 = 𝐽𝐽𝜇𝜇(𝑥𝑥𝜈𝜈) 

𝑑𝑑4𝑥𝑥 = 𝑑𝑑4𝑥𝑥(𝑥𝑥𝜈𝜈) 
𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇 = 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈(𝐴𝐴𝜈𝜈) 

 

可見只有電磁張量𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈會受到𝐴𝐴𝜇𝜇的變分𝐴𝐴𝜇𝜇 → 𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇有關 
𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈(𝐴𝐴𝜈𝜈) → 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈(𝐴𝐴𝜈𝜈 + 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜈𝜈) = 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈(𝐴𝐴𝜈𝜈) + 𝛿𝛿𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 

所以𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿的變分很簡單 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = 𝛿𝛿 �−
1
𝛾𝛾2 𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽

𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 = −
1
𝛾𝛾2
�𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 

至於𝑆𝑆𝛿𝛿的變分就稍嫌複雜 

𝑆𝑆𝛿𝛿 = −
1

16𝜋𝜋𝛾𝛾
�𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝛿𝛿 = −
1

16𝜋𝜋𝛾𝛾 𝛿𝛿
�𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 = −

1
16𝜋𝜋𝛾𝛾

�𝛿𝛿𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 + 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 ∙ 𝛿𝛿𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 

利用 Thm.4: 對 Scalar 變分與上下標無關，所以𝛿𝛿𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 ∙ 𝛿𝛿𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈，會有兩倍 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝛿𝛿 = −
1

16𝜋𝜋𝛾𝛾
�2𝛿𝛿𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 = −

1
8𝜋𝜋𝛾𝛾

�𝛿𝛿𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= −
1

8𝜋𝜋𝛾𝛾
�𝛿𝛿�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇� ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= −
1

8𝜋𝜋𝛾𝛾
�𝛿𝛿�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈� ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 +

1
8𝜋𝜋𝛾𝛾

�𝛿𝛿�𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇� ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 

因為每一項𝜇𝜇、𝜈𝜈都是 Dummy index，可以互換𝜇𝜇 ↔ 𝜈𝜈，我們把第一項的𝜇𝜇、𝜈𝜈互換，就可以把兩項合併 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝛿𝛿 = −
1

8𝜋𝜋𝛾𝛾
�𝛿𝛿�𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇� ∙ 𝐹𝐹𝜈𝜈𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 +

1
8𝜋𝜋𝛾𝛾

�𝛿𝛿�𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇� ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 

=
1

8𝜋𝜋𝛾𝛾
�𝛿𝛿�𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇� ∙ (−𝐹𝐹𝜈𝜈𝜇𝜇 + 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈)𝑑𝑑4𝑥𝑥 

回憶電磁張量 

𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇 =

⎝

⎜
⎛

0 −𝐸𝐸𝑑𝑑
𝐸𝐸𝑑𝑑 0

−𝐸𝐸𝑦𝑦 −𝐸𝐸𝑧𝑧
−𝐵𝐵𝑧𝑧 𝐵𝐵𝑦𝑦

𝐸𝐸𝑦𝑦 𝐵𝐵𝑧𝑧
𝐸𝐸𝑧𝑧 −𝐵𝐵𝑦𝑦

0 −𝐵𝐵𝑑𝑑
𝐵𝐵𝑑𝑑 0 ⎠

⎟
⎞

 

𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈是一個反對稱張量，所以𝐹𝐹𝜈𝜈𝜇𝜇 = −𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 



代回去會多兩倍 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝛿𝛿 =
1

8𝜋𝜋𝛾𝛾
�𝛿𝛿�𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇� ∙ (𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 + 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈)𝑑𝑑4𝑥𝑥 =

1
4𝜋𝜋𝛾𝛾

�𝛿𝛿�𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇� ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 

利用 Thm.1 的方法，我們將𝛿𝛿和𝜕𝜕𝜈𝜈對調 
𝛿𝛿�𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇� = 𝜕𝜕𝜈𝜈�𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇� 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝛿𝛿 =
1

4𝜋𝜋𝛾𝛾
�𝜕𝜕𝜈𝜈�𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇� ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 

利用微分的 Chain rule， 
𝜕𝜕𝜈𝜈�𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇� ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝜕𝜕𝜈𝜈�𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈� − 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝜕𝜕𝜈𝜈(𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈) 

將積分拆成兩項 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝛿𝛿 =
1

4𝜋𝜋𝛾𝛾
�𝜕𝜕𝜈𝜈�𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈�𝑑𝑑4𝑥𝑥 −

1
4𝜋𝜋𝛾𝛾

�𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝜕𝜕𝜈𝜈(𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈)𝑑𝑑4𝑥𝑥 

回憶 Divergence theorem 

�∇ ∙ �⃑�𝐹𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �⃑�𝐹 ∙ 𝑑𝑑𝑆𝑆 

一個體積分，可以改寫成對體表面的面積分 
寫成 Levi-Civita symbol 

�𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹𝜈𝜈𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝐹𝐹𝜈𝜈𝑑𝑑𝑆𝑆𝜈𝜈  

所以第一項利用 Divergence theorem，但是 Boundary 上的𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 = 0，所以 
1

4𝜋𝜋𝛾𝛾
�𝜕𝜕𝜈𝜈�𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈�𝑑𝑑4𝑥𝑥 =

1
4𝜋𝜋𝛾𝛾

�𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑𝑆𝑆𝜈𝜈 = 0 

所以 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝛿𝛿 = −
1

4𝜋𝜋𝛾𝛾
�𝜕𝜕𝜈𝜈(𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈) ∙ 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 

 
合併𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 + 𝛿𝛿𝑆𝑆𝛿𝛿  

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 + 𝛿𝛿𝑆𝑆𝛿𝛿 = −
1
𝛾𝛾2
� 𝐽𝐽𝜇𝜇 ∙ 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 −

1
4𝜋𝜋𝛾𝛾

�𝜕𝜕𝜈𝜈(𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈) ∙ 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= ��−
1
𝛾𝛾2 𝐽𝐽

𝜇𝜇 −
1

4𝜋𝜋𝛾𝛾 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹
𝜇𝜇𝜈𝜈� 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 = 0 

會得到 

−
1
𝛾𝛾2 𝐽𝐽

𝜇𝜇 −
1

4𝜋𝜋𝛾𝛾 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹
𝜇𝜇𝜈𝜈 = 0 

𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = −
4𝜋𝜋
𝛾𝛾 𝐽𝐽𝜇𝜇 

𝑀𝑀𝑎𝑎𝑥𝑥𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑒𝑒 (𝐹𝐹𝑎𝑎𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿 𝑈𝑈𝐿𝐿𝑖𝑖𝑑𝑑)

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ∇ ∙ 𝐸𝐸�⃑ = 4𝜋𝜋𝜌𝜌

∇ ∙ 𝐵𝐵�⃑ = 0

∇ × 𝐸𝐸�⃑ = −
1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐵𝐵�⃑
𝜕𝜕𝑑𝑑

∇ × 𝐵𝐵�⃑ =
4𝜋𝜋
𝛾𝛾 𝐽𝐽 +

1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐸𝐸�⃑
𝜕𝜕𝑑𝑑

 



𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = −
4𝜋𝜋
𝛾𝛾 𝐽𝐽𝜇𝜇 → �

∇ ∙ 𝐸𝐸�⃑ = 4𝜋𝜋𝜌𝜌

∇ × 𝐵𝐵�⃑ =
4𝜋𝜋
𝛾𝛾 𝐽𝐽 +

1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐸𝐸�⃑
𝜕𝜕𝑑𝑑

 

𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇  
電磁張量有特別的關係式 

𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹𝜈𝜈𝜈𝜈 + 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹𝜈𝜈𝜇𝜇 = 0 
展開 

𝜕𝜕𝜈𝜈(𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇) + 𝜕𝜕𝜇𝜇(𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜈𝜈) + 𝜕𝜕𝜈𝜈(𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇 − 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈) = 0 
𝜕𝜕𝜈𝜈𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜈𝜈 + 𝜕𝜕𝜈𝜈𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 = 0 

這條關係式會得到 

𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹𝜈𝜈𝜈𝜈 + 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹𝜈𝜈𝜇𝜇 = 0 → �
∇ ∙ 𝐵𝐵�⃑ = 0

∇ × 𝐸𝐸�⃑ = −
1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐵𝐵�⃑
𝜕𝜕𝑑𝑑

 

 

第九部分：電磁學中的規範不變性 Gauge Invariance 
在電磁學中，我們定義 Potential 𝜙𝜙、𝐴𝐴和電場𝐸𝐸�⃑、磁場𝐵𝐵�⃑的關係： 

�𝐸𝐸�⃑ = −∇𝜙𝜙 −
1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐴𝐴
𝜕𝜕𝑑𝑑

𝐵𝐵�⃑ = ∇ × 𝐴𝐴
 

但 Potential 𝜙𝜙、𝐴𝐴不唯一，可以引入一個 Gauge function 𝐹𝐹(𝛾𝛾𝑑𝑑, �⃑�𝑥) 

�𝜙𝜙
′ = 𝜙𝜙 +

1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑑𝑑

𝐴𝐴′ = 𝐴𝐴 − ∇𝐹𝐹
 

一樣保持電場𝐸𝐸�⃑、磁場𝐵𝐵�⃑不變 

�𝐸𝐸�⃑
′ = −∇𝜙𝜙′ −

1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐴𝐴′

𝜕𝜕𝑑𝑑 − ∇𝜙𝜙 − ∇�
1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑑𝑑 � −

1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐴𝐴
𝜕𝜕𝑑𝑑 +

1
𝛾𝛾
𝜕𝜕(∇𝐹𝐹)
𝜕𝜕𝑑𝑑 = −∇𝜙𝜙 −

1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐴𝐴
𝜕𝜕𝑑𝑑 = 𝐸𝐸�⃑

𝐵𝐵�⃑ ′ = ∇ × 𝐴𝐴′ = ∇ × 𝐴𝐴 − ∇ × ∇𝐹𝐹 = ∇ × 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵�⃑
 

Note ∇ × ∇𝐹𝐹 = 0 

(∇× ∇𝐹𝐹)𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝐹𝐹 =
1
2 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝐹𝐹 +

1
2 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝐹𝐹 =

1
2 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝐹𝐹 +

1
2 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝐹𝐹 

=
1
2 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝐹𝐹 −

1
2 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝐹𝐹 = 0 

在相對論中，上述的操作可以寫為 4-Potential 的形式： 
�𝜙𝜙′,𝐴𝐴′� = �𝜙𝜙,𝐴𝐴� + (𝜕𝜕𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹,−∇𝐹𝐹) = �𝜙𝜙,𝐴𝐴� + (𝜕𝜕𝑐𝑐𝑑𝑑,−∇)𝐹𝐹 

回憶 
𝜕𝜕𝜇𝜇 = (𝜕𝜕𝑐𝑐𝑑𝑑 ,−∇) 

故寫成 
𝐴𝐴′𝜇𝜇 = 𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹 

  



Coulomb gauge condition：非相對論性 Non-relativistic 

∇ ∙ 𝐴𝐴 = 0 
Lorenz gauge condition：相對論性，滿足 Lorentz transformation 

∇ ∙ 𝐴𝐴 +
1
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑑𝑑 = 0 

寫成 Scalar form 
𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇 = 0 

所以滿足相對論轉換。 
 
剛剛已經寫下電場𝐸𝐸�⃑、磁場𝐵𝐵�⃑在加入 Gauge 之下保持不變 

�𝐸𝐸�⃑
′ = 𝐸𝐸�⃑

𝐵𝐵�⃑ ′ = 𝐵𝐵�⃑
 

這其實說明，𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈也在加入 Gauge 之下保持不變： 

𝐹𝐹′𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 
當然我們也可以寫下證明 

𝐹𝐹′𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴′𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴′𝜇𝜇 = 𝜕𝜕𝜇𝜇(𝐴𝐴𝜈𝜈 + 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹)− 𝜕𝜕𝜈𝜈(𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹) 
= 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹 

= 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇 = 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 
 

第十部分：規範不變與 Action 的變分 
這部分要討論的是，加入 Gauge 不會改變 Action 的變分，意味著運動方程不會受到 Gauge 的改

變，也代表 Gauge Invariance。當加入 Gauge 時。： 
𝐴𝐴′𝜇𝜇 = 𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹 

我們來觀察一下 Action 𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑃𝑃 + 𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 + 𝑆𝑆𝛿𝛿有誰會受到影響： 

𝑆𝑆𝑃𝑃 = −𝑚𝑚𝛾𝛾2 � 𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= �−𝜌𝜌𝑚𝑚𝛾𝛾𝑑𝑑4𝑥𝑥 

𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 = −
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −

1
𝛾𝛾2
�𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 

𝑆𝑆𝛿𝛿 = �−
1

16𝜋𝜋𝛾𝛾 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹
𝜇𝜇𝜈𝜈𝑑𝑑4𝑥𝑥 

因為剛剛已經證明，𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈不受到 Gauge 的影響，而𝑆𝑆𝑃𝑃沒有𝐴𝐴𝜇𝜇相關，所以唯一受到影響的是𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿  

𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿′ = −
𝑢𝑢
𝛾𝛾
� 𝐴𝐴′𝜇𝜇𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −

1
𝛾𝛾2
�𝐴𝐴′𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 

針對𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿′ 變分 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿′ = −
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝐴𝐴′𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 = −
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 −
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹 ∙ 𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 

將後面那一項利用微分的 Chain rule 
𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹 ∙ 𝐽𝐽𝜇𝜇 = 𝜕𝜕𝜇𝜇(𝐹𝐹𝐽𝐽𝜇𝜇) − 𝐹𝐹𝜕𝜕𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿′ = −
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 −
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝜕𝜕𝜇𝜇(𝐹𝐹𝐽𝐽𝜇𝜇)𝑑𝑑4𝑥𝑥 +
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝐹𝐹𝜕𝜕𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 

中間項利用 Divergence theorem 改寫成 



𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿′ = −
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 −
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿 �

�𝐹𝐹𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑𝑆𝑆𝜇𝜇� +
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝐹𝐹�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇�𝑑𝑑4𝑥𝑥 

中間項因為 Boundary 上的變分為 0，所以中間項為 0： 

𝛿𝛿 ��𝐹𝐹𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑𝑆𝑆𝜇𝜇� = 0 

最後一項回憶（由實驗觀察到的）連續性方程 Continuity equation 

𝜕𝜕𝜌𝜌
𝜕𝜕𝑑𝑑 + ∇ ∙ 𝐽𝐽 = 0 

寫成相對論性 
𝜕𝜕𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇 = 0 

導致最後一項也為 0 

𝛿𝛿 �𝐹𝐹�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇�𝑑𝑑4𝑥𝑥 = 0 

所以 

𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿′ = −
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 = 𝛿𝛿𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿  

這表示加入 Gauge 不會改變 Action 的變分，整套物理滿足 Gauge Invariance。 

第十一部分：淺談 Gauge Invariance 和 Continuity equation 
剛剛我們的推導中，利用連續性方程 Continuity equation 得到 Action 的變分滿足規範不變性。

而 Continuity equation 對應到的是電荷守恆 Charge conservation。在物理的發展後期，物理學開始反

其道而行，當我們要求 Action 滿足規範不變性，便可以得到 Continuity equation 和 Charge 
conservation。變分的過程完全一樣，唯一的差別在於我們強迫 

1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝐹𝐹�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇�𝑑𝑑4𝑥𝑥 = 0 

以保證變分結果不受到 Gauge 影響，這就可以得到 
𝜕𝜕𝜇𝜇𝐽𝐽𝜇𝜇 = 0 

學到這部分，大概可以了解到，物理學家常常說 Action 強大的地方，我們可以寫下 Action 就可

以得到實驗上所有得到的實驗方程。但真正 Action 的發展上，都必須要有實驗先得到部分或全部的

運動方程，物理學家經由一些物理論證，猜出 Action 的形式，再藉由 Action 去得到其餘更深刻的物

理。由於古典電磁學的發展很全面，電磁學裡面的所有方程都已經經由實驗得到，所以在推導

Action 的變分得到𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈或 Maxwell eq 就覺得很像看著答案寫問題。不過物理的發展上我們實驗上得到

電荷守恆，物理學家改寫成 Action 的描述，可以諾特定理 Noether's theorem 很嚴謹的連結電荷守恆

和規範不變性的關係。這就像是過去從牛頓力學經由虛功原理可以得到 Action 的描述（Hamilton 
principle），物理學家便可以反過來從 Action 得到牛頓力學，但是 Action 整套東西還可以來描述電磁

學，甚至是後來的量子力學（Feynman 的 Path integral），Action 對於推廣物理有至關重要的地位。 

第十二部分：Impossibility of 𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨 if keeping gauge invariance 
如果保持規範不變的話，我們可以論證 Action 不會有𝐴𝐴𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇項，因為𝐴𝐴𝜇𝜇的變分𝐴𝐴𝜇𝜇 → 𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇會

導致運動方程變化。 

𝑆𝑆 = −
1
𝛾𝛾2
�𝐴𝐴𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 



加入 Gauge 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹 

𝐴𝐴′𝜇𝜇 = 𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹 
展開 Action 

𝑆𝑆′ = −
1
𝛾𝛾2
�𝐴𝐴′𝜇𝜇𝐴𝐴′

𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 = −
1
𝛾𝛾2
��𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹�(𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹)𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= −
1
𝛾𝛾2
�𝐴𝐴𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 −

1
𝛾𝛾2
� 2𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹𝑑𝑑4𝑥𝑥 −

1
𝛾𝛾2
�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹 ∙ 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹𝑑𝑑4𝑥𝑥 

因為 Gauge 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹獨立於 4-Potential 𝐴𝐴𝜇𝜇，𝐴𝐴𝜇𝜇的變分𝐴𝐴𝜇𝜇 → 𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇不影響𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹。我們比較對𝑆𝑆變分 
和對𝑆𝑆′變分的差異： 
對𝑆𝑆變分 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = −
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝐴𝐴𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 = −
2
𝛾𝛾2
�𝐴𝐴𝜇𝜇𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 

 
對𝑆𝑆′變分 

𝛿𝛿𝑆𝑆′ = −
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝐴𝐴𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 −
1
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

� 2𝐴𝐴𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹𝑑𝑑4𝑥𝑥 − 0（𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹沒有變分） 

第一項就是原本的變分 

𝛿𝛿𝑆𝑆′ = −
2
𝛾𝛾2
�𝐴𝐴𝜇𝜇𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 −

2
𝛾𝛾2 𝛿𝛿

�𝐴𝐴𝜇𝜇 ∙ 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= −
2
𝛾𝛾2
��𝐴𝐴𝜇𝜇 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹�𝛿𝛿𝐴𝐴𝜇𝜇𝑑𝑑4𝑥𝑥 

比對後會發現兩者不一樣，會導致規範不變被破壞。如果我們希望保持規範不變性，那就不會出現

𝐴𝐴𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇。當然，也許某一天實驗發現規範不變性是錯誤的，那有可能可以引入𝐴𝐴𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇項。 
 

第十三部分：淺談量子場論中的𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨-光子質量 
本篇內容主要在古典範疇討論，在此簡單討論一下𝐴𝐴𝜇𝜇𝐴𝐴𝜇𝜇在量子場論中對應到的是光子質量。

𝐾𝐾𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝐿𝐿–𝐹𝐹𝑖𝑖𝑢𝑢𝑑𝑑𝑖𝑖𝐿𝐿 𝑢𝑢𝑒𝑒𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿描述自旋整數的粒子，由來簡單的從相對論出發，根據4 −𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝑢𝑢𝑚𝑚： 
𝑃𝑃𝜇𝜇𝑃𝑃𝜇𝜇 = 𝑚𝑚2𝛾𝛾2 

量子場論與古典的關係其中一點就是所有物理量都改寫成算符(operator)作用到 wave function 𝜙𝜙 
𝑃𝑃�𝜇𝜇𝑃𝑃�𝜇𝜇𝜙𝜙 = 𝑚𝑚2𝛾𝛾2𝜙𝜙 

量子場論中動量算符為 

𝑃𝑃�𝜇𝜇 = 𝑖𝑖ℏ𝜕𝜕𝜇𝜇  
代入 

�𝑖𝑖ℏ𝜕𝜕𝜇𝜇�(𝑖𝑖ℏ𝜕𝜕𝜇𝜇)𝜙𝜙 = 𝑚𝑚2𝛾𝛾2𝜙𝜙 
−ℏ2𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙 = 𝑚𝑚2𝛾𝛾2𝜙𝜙 

得到𝐾𝐾𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝐿𝐿–𝐹𝐹𝑖𝑖𝑢𝑢𝑑𝑑𝑖𝑖𝐿𝐿 𝑢𝑢𝑒𝑒𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿 
�ℏ2𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇 + 𝑚𝑚2𝛾𝛾2�𝜙𝜙 = 0 

如果設ℏ = 𝛾𝛾 = 1（普朗克單位制或自然單位制） 
�□ + 𝑚𝑚2�𝜙𝜙 = 0 

就是常見的形式。在量子場論中描述 Spin 1 massive particle 的𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝑖𝑖𝑑𝑑𝑎𝑎: 

ℒ = −
1
2𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐𝜕𝜕

𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐 +
1
2𝑚𝑚

2𝐴𝐴𝜐𝜐𝐴𝐴𝜐𝜐(採用 ℏ = 𝛾𝛾 = 1) 



對𝛿𝛿𝐴𝐴𝜐𝜐變分滿足 

𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐)� −
𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝐴𝐴𝜐𝜐 = 0 

得到 
−𝜕𝜕𝜇𝜇�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐� − 𝑚𝑚2𝐴𝐴𝜐𝜐 = 0 → 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐 + 𝑚𝑚2𝐴𝐴𝜐𝜐 = 0 

�□ + 𝑚𝑚2�𝐴𝐴𝜐𝜐 = 0 
就得到𝐾𝐾𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝐿𝐿–𝐹𝐹𝑖𝑖𝑢𝑢𝑑𝑑𝑖𝑖𝐿𝐿 𝑢𝑢𝑒𝑒𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿描述 Spin 1 massive particle 的 EOM。可以看到𝐴𝐴𝜐𝜐𝐴𝐴𝜐𝜐對應到的是光子

質量。不過，正確描述 Spin 1 massless particle 的𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝑖𝑖𝑑𝑑𝑎𝑎並不是ℒ = − 1
2
𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐，而

是 

ℒ = −
1
4𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹

𝜇𝜇𝜈𝜈 

後續涉及到光子無質量造成的一些自由度問題，會需要一些技術細節將4 − 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑑𝑑𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎𝑢𝑢的四個自由度

消除兩個，以對應到光子只有兩個偏振方向，就不再此討論。 

第十四部分：連續場與波動方程 

 
從單質點進入到連續場之中，物理學家是利用串聯無窮多的簡諧振子去描述一個連續場。針對

無窮多的簡諧振子，可以寫下𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿 

𝜕𝜕 = �
1
2𝑚𝑚�̇�𝜀𝑛𝑛 −

1
2 𝑘𝑘

(𝜀𝜀𝑛𝑛 − 𝜀𝜀𝑛𝑛−1)2
∞

𝑛𝑛

 

其中𝜀𝜀𝑛𝑛是位置 n 的振幅，�̇�𝜀𝑛𝑛是位置 n 的振盪的速度。 

 
進入到連續場時，𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿為 

𝜕𝜕 = �
1
2𝜌𝜌 �

𝜕𝜕𝜀𝜀
𝜕𝜕𝑑𝑑�

2

−
1
2𝑌𝑌 �

𝜕𝜕𝜀𝜀
𝜕𝜕𝑥𝑥�

2

𝑑𝑑𝑥𝑥 

其中𝜌𝜌為質量密度、𝑌𝑌為楊氏係數。 

 
 



在三維𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿為 

𝜕𝜕 = �
1
2𝜌𝜌

(𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀)2 −
1
2𝑌𝑌

(∇𝜀𝜀)2𝑑𝑑𝑑𝑑 

可以直接看出𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝑖𝑖𝑑𝑑𝑎𝑎 ℒ = 1
2
𝜌𝜌(𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀)2 − 1

2
𝑌𝑌(∇𝜀𝜀)2。一樣的，我們可以利用 Variational 

principle 得到連續場的運動方程。作用量 Action 為 

𝑆𝑆 = �ℒ𝑑𝑑4𝑥𝑥 = �
1
2𝜌𝜌

(𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀)2 −
1
2𝑌𝑌

(∇𝜀𝜀)2𝑑𝑑4𝑥𝑥 

將場振幅做變分 𝜀𝜀(𝑥𝑥𝜇𝜇) → 𝜀𝜀(𝑥𝑥𝜇𝜇) + 𝛿𝛿𝜀𝜀(𝑥𝑥𝜇𝜇)，Action 變化要為極值： 

 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = 𝛿𝛿 �
1
2𝜌𝜌

(𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀)2 −
1
2𝑌𝑌

(∇𝜀𝜀)2𝑑𝑑4𝑥𝑥 = �𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀 ∗ 𝛿𝛿(𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀) − 𝑌𝑌∇𝜀𝜀 ∗ 𝛿𝛿(∇𝜀𝜀)𝑑𝑑4𝑥𝑥 

將變分和微分交換 

= �𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀𝜕𝜕𝑑𝑑(𝛿𝛿𝜀𝜀) − 𝑌𝑌∇𝜀𝜀∇(𝛿𝛿𝜀𝜀)𝑑𝑑4𝑥𝑥 = �𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀𝜕𝜕𝑑𝑑(𝛿𝛿𝜀𝜀)𝑑𝑑4𝑥𝑥 − �𝑌𝑌∇𝜀𝜀∇(𝛿𝛿𝜀𝜀)𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= �𝜕𝜕𝑑𝑑(𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀𝛿𝛿𝜀𝜀)𝑑𝑑4𝑥𝑥 − �𝜕𝜕𝑑𝑑(𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀) ∗ 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑑𝑑4𝑥𝑥 −�∇(𝑌𝑌∇𝜀𝜀𝛿𝛿𝜀𝜀)𝑑𝑑4𝑥𝑥 + �∇(𝑌𝑌𝜀𝜀) ∗ 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= �−�𝜕𝜕𝑑𝑑(𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀) ∗ 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑑𝑑4𝑥𝑥 + �∇(𝑌𝑌𝜀𝜀) ∗ 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑑𝑑4𝑥𝑥�+ ��𝜕𝜕𝑑𝑑(𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀𝛿𝛿𝜀𝜀)𝑑𝑑4𝑥𝑥 − �∇(𝑌𝑌∇𝜀𝜀𝛿𝛿𝜀𝜀)𝑑𝑑4𝑥𝑥� 

後面為邊界項，利用 Integral by part 

= −�[𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑2𝜀𝜀 − 𝑌𝑌∇2𝜀𝜀] ∗ 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑑𝑑4𝑥𝑥 + ��𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀𝛿𝛿𝜀𝜀𝑑𝑑3𝑥𝑥�
𝑑𝑑1

𝑑𝑑2
− �𝑌𝑌∇𝜀𝜀𝛿𝛿𝜀𝜀𝑑𝑑3𝑥𝑥�

𝜕𝜕𝑑𝑑,𝜕𝜕𝑦𝑦,𝜕𝜕𝑧𝑧
� 

= −�[𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑2𝜀𝜀 − 𝑌𝑌∇2𝜀𝜀] ∗ 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑑𝑑4𝑥𝑥 + 0 

因為𝛿𝛿𝜀𝜀為任意，得到 
𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑2𝜀𝜀 − 𝑌𝑌∇2𝜀𝜀 = 0 

∇2𝜀𝜀 =
𝜌𝜌
𝑌𝑌 𝜕𝜕𝑑𝑑

2𝜀𝜀 

令𝑣𝑣 = �𝑌𝑌
𝜌𝜌

 

∇2𝜀𝜀 =
1
𝑣𝑣2 𝜕𝜕𝑑𝑑

2𝜀𝜀 

即波動方程。 
  



第十五部分：古典場論 
在古典場論中，物理學將連續場的振幅𝜀𝜀推廣到古典場的物理量，可以是純量場𝜙𝜙、向量場𝑑𝑑𝜇𝜇、

張量場𝑇𝑇𝜇𝜇𝜐𝜐等等。先可慮簡單的純量場𝜙𝜙 = 𝜙𝜙(𝑥𝑥𝜇𝜇)是時空函數，通過 Variational principle 找到𝜙𝜙的
EOM。先寫下 Action，假設𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝑖𝑖𝑑𝑑𝑎𝑎 ℒ是𝜙𝜙, 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙的函數，並通過𝜙𝜙 → 𝜙𝜙 + 𝛿𝛿𝜙𝜙的變分 

𝑆𝑆 = �ℒ�𝜙𝜙, 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�𝑑𝑑4𝑥𝑥 

𝜙𝜙 → 𝜙𝜙 + 𝛿𝛿𝜙𝜙、𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙 → 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙 + 𝛿𝛿𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙 

 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = 𝛿𝛿 �ℒ�𝜙𝜙,𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�𝑑𝑑4𝑥𝑥 = �
𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜙𝜙 𝛿𝛿𝜙𝜙 +

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�

𝛿𝛿𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙 𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= �
𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜙𝜙 𝛿𝛿𝜙𝜙 − 𝜕𝜕𝜇𝜇 �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�

� 𝛿𝛿𝜙𝜙 𝑑𝑑4𝑥𝑥 + �𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝛿𝛿𝜙𝜙�  𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= ��
𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜙𝜙 − 𝜕𝜕𝜇𝜇 �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�

�� 𝛿𝛿𝜙𝜙 𝑑𝑑4𝑥𝑥 + �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝛿𝛿𝜙𝜙 𝑑𝑑3𝑥𝑥�

𝜕𝜕𝜕𝜕

 

= ��
𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜙𝜙 − 𝜕𝜕𝜇𝜇 �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�

�� 𝛿𝛿𝜙𝜙 𝑑𝑑4𝑥𝑥 + 0 

因為𝛿𝛿𝜙𝜙是任意，所以對任何古典物理量𝜙𝜙，必須滿足𝐸𝐸𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑒𝑒 
𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜙𝜙 − 𝜕𝜕𝜇𝜇 �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�

� = 0 

同樣的，我們可以回到連續場的例子，ℒ = 1
2
𝜌𝜌(𝜕𝜕𝑑𝑑𝜀𝜀)2 − 1

2
𝑌𝑌(∇𝜀𝜀)2，滿足 

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜙𝜙 − 𝜕𝜕𝑑𝑑 �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕(𝜕𝜕𝑑𝑑𝜙𝜙)� − ∇�

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕(∇𝜙𝜙)� = 0 

可以迅速得到 

−𝜌𝜌𝜕𝜕𝑑𝑑2𝜀𝜀 + 𝑌𝑌∇2𝜀𝜀 = 0 → ∇2𝜀𝜀 =
1
𝑣𝑣2 𝜕𝜕𝑑𝑑

2𝜀𝜀 

如果我們將純量場𝜙𝜙推廣成向量場，例如4 − 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑢𝑢𝑎𝑎𝛾𝛾𝑢𝑢𝑚𝑚𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑 𝑥𝑥𝜐𝜐、4− 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑑𝑑𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎𝑢𝑢 𝐴𝐴𝜐𝜐，剛剛的變分只需

將𝜙𝜙改寫成𝐴𝐴𝜐𝜐，即可得 

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜐𝜐 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜏𝜏 �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝑈𝑈𝜐𝜐� = 0 𝜕𝜕𝑖𝑖𝑢𝑢𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝜕𝜕 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑢𝑢𝛾𝛾𝑢𝑢 

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝐴𝐴𝜐𝜐 − 𝜕𝜕𝜇𝜇 �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐�

� = 0 𝐹𝐹𝑖𝑖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑑𝑑 𝑢𝑢𝑒𝑒𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿 

回到電磁場的 Action 



𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑃𝑃 + 𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿 + 𝑆𝑆𝛿𝛿 = −�𝑃𝑃𝜇𝜇𝑈𝑈𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏 − �
𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑈𝑈

𝜇𝜇𝑑𝑑𝜏𝜏 − �
1

16𝜋𝜋𝛾𝛾𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹
𝜇𝜇𝜈𝜈 𝑑𝑑4𝑥𝑥

= �−𝜌𝜌𝑚𝑚𝛾𝛾 −
1
𝛾𝛾2 𝐴𝐴𝜇𝜇𝐽𝐽

𝜇𝜇 −
1

16𝜋𝜋𝛾𝛾 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹
𝜇𝜇𝜈𝜈 𝑑𝑑4𝑥𝑥 

先計算𝜕𝜕𝑖𝑖𝑢𝑢𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝜕𝜕 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑢𝑢𝛾𝛾𝑢𝑢 

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜐𝜐 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜏𝜏 �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝑈𝑈𝜐𝜐� = 0 

跟𝑥𝑥𝜐𝜐有關的只有𝑆𝑆𝑃𝑃、𝑆𝑆𝑃𝑃𝛿𝛿，所以處理ℒ = −𝑃𝑃𝜇𝜇𝑈𝑈𝜇𝜇 −
𝑝𝑝
𝑐𝑐
𝐴𝐴𝜇𝜇𝑈𝑈𝜇𝜇  

𝜕𝜕 �−𝑢𝑢𝛾𝛾 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑈𝑈
𝜇𝜇�

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜐𝜐 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜏𝜏
�
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑈𝑈𝜐𝜐 �−𝑃𝑃𝜇𝜇𝑈𝑈

𝜇𝜇 −
𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑈𝑈

𝜇𝜇�� = 0 → −
𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝑈𝑈

𝜇𝜇�𝜕𝜕𝜐𝜐𝐴𝐴𝜇𝜇� −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜏𝜏 �−𝑃𝑃𝜐𝜐 −

𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝐴𝐴𝜐𝜐� = 0 

−
𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝑈𝑈

𝜇𝜇�𝜕𝜕𝜐𝜐𝐴𝐴𝜇𝜇� +
𝑑𝑑𝑃𝑃𝜐𝜐
𝑑𝑑𝜏𝜏 +

𝑢𝑢
𝛾𝛾
𝑑𝑑𝐴𝐴𝜐𝜐
𝑑𝑑𝜏𝜏 = 0 → −

𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝑈𝑈

𝜇𝜇�𝜕𝜕𝜐𝜐𝐴𝐴𝜇𝜇� +
𝑑𝑑𝑃𝑃𝜐𝜐
𝑑𝑑𝜏𝜏 +

𝑢𝑢
𝛾𝛾
𝜕𝜕𝐴𝐴𝜐𝜐
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝜏𝜏 = 0 

→ −
𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝑈𝑈

𝜇𝜇�𝜕𝜕𝜐𝜐𝐴𝐴𝜇𝜇� +
𝑑𝑑𝑃𝑃𝜐𝜐
𝑑𝑑𝜏𝜏 +

𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝑈𝑈

𝜇𝜇�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐� = 0 →
𝑑𝑑𝑃𝑃𝜐𝜐
𝑑𝑑𝜏𝜏 +

𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝑈𝑈

𝜇𝜇�𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐 − 𝜕𝜕𝜐𝜐𝐴𝐴𝜇𝜇� = 0 

→
𝑑𝑑𝑃𝑃𝜐𝜐
𝑑𝑑𝜏𝜏 +

𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝑈𝑈

𝜇𝜇𝐹𝐹𝜇𝜇𝜐𝜐 = 0 →
𝑑𝑑𝑃𝑃𝜇𝜇
𝑑𝑑𝜏𝜏 = −

𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝑈𝑈

𝜐𝜐𝐹𝐹𝜐𝜐𝜇𝜇 →
𝑑𝑑𝑃𝑃𝜇𝜇
𝑑𝑑𝜏𝜏 =

𝑢𝑢
𝛾𝛾 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜐𝜐𝑈𝑈

𝜐𝜐 

迅速得到𝜕𝜕𝑖𝑖𝑢𝑢𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝜕𝜕 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑢𝑢𝛾𝛾𝑢𝑢。再來處理𝐹𝐹𝑖𝑖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑑𝑑 𝑢𝑢𝑒𝑒𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿， 

𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐)� −
𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝐴𝐴𝜐𝜐 = 0 

𝜕𝜕𝜇𝜇 �−
1

8𝜋𝜋𝛾𝛾 𝐹𝐹𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜕𝜕𝐹𝐹𝛼𝛼𝛼𝛼

𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐)� +
1
𝛾𝛾2 𝐽𝐽𝜐𝜐 = 0 

因為
𝜕𝜕𝛿𝛿𝛼𝛼𝛼𝛼

𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐)
= 𝜕𝜕

𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜐𝜐)
�𝜕𝜕𝛼𝛼𝐴𝐴𝛼𝛼 − 𝜕𝜕𝛼𝛼𝐴𝐴𝛼𝛼� = δ𝛼𝛼𝜇𝜇δ𝛼𝛼𝜐𝜐 − δ𝛼𝛼𝜇𝜇δ𝛼𝛼𝜐𝜐 

𝜕𝜕𝜇𝜇 �−
1

8𝜋𝜋𝛾𝛾 𝐹𝐹𝛼𝛼𝛼𝛼
�δ𝛼𝛼𝜇𝜇δ𝛼𝛼𝜐𝜐 − δ𝛼𝛼𝜇𝜇δ𝛼𝛼𝜐𝜐�� +

1
𝛾𝛾2 𝐽𝐽𝜐𝜐 = 0 

𝜕𝜕𝜇𝜇 �−
1

8𝜋𝜋𝛾𝛾 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜐𝜐 +
1

8𝜋𝜋𝛾𝛾 𝐹𝐹𝜐𝜐𝜇𝜇� +
1
𝛾𝛾2 𝐽𝐽𝜐𝜐 = 0 

因為−𝐹𝐹𝜇𝜇𝜐𝜐 = 𝐹𝐹𝜐𝜐𝜇𝜇  

𝜕𝜕𝜇𝜇 �
1

4𝜋𝜋𝛾𝛾 𝐹𝐹𝜐𝜐𝜇𝜇� +
1
𝛾𝛾2 𝐽𝐽𝜐𝜐 = 0 

𝜕𝜕𝜈𝜈𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = −
4𝜋𝜋
𝛾𝛾 𝐽𝐽𝜇𝜇 

第十六部分：諾特定理 Noether theorem-General proof 
提到變分法就一定要與諾特定理做搭配。諾特定理表明如果系統中𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿的物理量𝜙𝜙存在

連續變換𝜙𝜙 → 𝜙𝜙 + 𝛿𝛿𝛿𝛿，使得ℒ → ℒ + 𝛿𝛿ℒ
𝛿𝛿𝛼𝛼
，卻保持對稱性（不變性）

𝛿𝛿ℒ
𝛿𝛿𝛼𝛼

= 0，那麼就存在一個守恆量

與之對應。這可以應用到： 
時間平移不變 ↔能量守恆 
空間平移不變 ↔動量守恆 



廣義的證明如下，給定𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝑖𝑖𝑑𝑑𝑎𝑎 ℒ�𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼),𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼), 𝑥𝑥𝜇𝜇�，之前的變分法是針對物理

量𝜙𝜙做變分，現在我們同時針對物理量𝜙𝜙和時空𝑥𝑥𝜇𝜇變分 

𝑥𝑥𝜇𝜇 → 𝑥𝑥′𝜇𝜇 = 𝑥𝑥𝜇𝜇 + 𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇 
𝜙𝜙 → 𝜙𝜙′ = 𝜙𝜙 + 𝛿𝛿𝜙𝜙 

但是𝜙𝜙 = 𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼)是時空的函數，經過物理量𝜙𝜙和時空𝑥𝑥𝜇𝜇同時變分後，包含自身的變分和受到時空變分

的影響𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼) → 𝜙𝜙′�𝑥𝑥′𝛼𝛼�，令𝜙𝜙′�𝑥𝑥′𝛼𝛼� ≡ 𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼) + ∆𝜙𝜙， 

∆𝜙𝜙 = 𝜙𝜙′�𝑥𝑥′𝛼𝛼� − 𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼) = 𝜙𝜙′�𝑥𝑥′𝛼𝛼� − 𝜙𝜙�𝑥𝑥′𝛼𝛼� + 𝜙𝜙�𝑥𝑥′𝛼𝛼� − 𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼) = 𝛿𝛿𝜙𝜙 +
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥𝛼𝛼 𝛿𝛿𝑥𝑥

𝛼𝛼 

諾特定理要求通過變分後 Action 不變，𝛿𝛿𝑆𝑆 = 0。 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = 𝛿𝛿 �ℒ�𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼), 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼),𝑥𝑥𝜇𝜇�𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= �ℒ�𝜙𝜙′�𝑥𝑥′𝛼𝛼�,𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙′�𝑥𝑥′𝛼𝛼�,𝑥𝑥′𝜇𝜇�𝑑𝑑4𝑥𝑥′ − �ℒ�𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼), 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼),𝑥𝑥𝜇𝜇�𝑑𝑑4𝑥𝑥 

很明顯可以發現到連積分的4 − volune 𝑑𝑑4𝑥𝑥′都發生變化。可以用乘法的微分來思考 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = 𝛿𝛿 �ℒ𝑑𝑑4𝑥𝑥 = �𝛿𝛿ℒ 𝑑𝑑4𝑥𝑥 + �ℒ 𝛿𝛿𝑑𝑑4𝑥𝑥 

第一項𝛿𝛿ℒ在處理時要非常小心 
𝛿𝛿ℒ = ℒ�𝜙𝜙′�𝑥𝑥′𝛼𝛼�,𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙′�𝑥𝑥′𝛼𝛼�,𝑥𝑥′𝜇𝜇� − ℒ�𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼),𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼),𝑥𝑥𝜇𝜇� 

= ℒ�𝜙𝜙′�𝑥𝑥′𝛼𝛼�,𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙′�𝑥𝑥′𝛼𝛼�, 𝑥𝑥′𝜇𝜇� − ℒ�𝜙𝜙�𝑥𝑥′𝛼𝛼�,𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�𝑥𝑥′
𝛼𝛼�, 𝑥𝑥′𝜇𝜇�+ ℒ�𝜙𝜙�𝑥𝑥′𝛼𝛼�,𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�𝑥𝑥′

𝛼𝛼�,𝑥𝑥′𝜇𝜇� − ℒ�𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼),𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙(𝑥𝑥𝛼𝛼), 𝑥𝑥𝜇𝜇� 
= �ℒ�𝜙𝜙 + 𝛿𝛿𝜙𝜙, 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙 + 𝛿𝛿�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�, 𝑥𝑥′𝜇𝜇� − ℒ�𝜙𝜙,𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙, 𝑥𝑥′𝜇𝜇�� + �ℒ�𝜙𝜙, 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙,𝑥𝑥′𝜇𝜇� − ℒ�𝜙𝜙,𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙,𝑥𝑥𝜇𝜇�� 

= �
𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜙𝜙 𝛿𝛿𝜙𝜙 +

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�

𝛿𝛿�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�� + �
𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇 𝛿𝛿𝑥𝑥

𝜇𝜇� 

利用𝜕𝜕𝜇𝜇拉到前面去 

= �
𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜙𝜙 𝛿𝛿𝜙𝜙 − 𝜕𝜕𝜇𝜇 �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�

� 𝛿𝛿𝜙𝜙 + 𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝛿𝛿𝜙𝜙�� + �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇 𝛿𝛿𝑥𝑥

𝜇𝜇� 

可以注意到�𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕𝜇𝜇 �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕�

�� 𝛿𝛿𝜙𝜙是𝐸𝐸𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝜕𝜕𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑒𝑒等於零。所以 

𝛿𝛿ℒ = 𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝛿𝛿𝜙𝜙�+ 𝜕𝜕𝜇𝜇ℒ ∗ 𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇 

第二項𝛿𝛿𝑑𝑑4𝑥𝑥要用到𝐽𝐽𝑎𝑎𝛾𝛾𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿 

�ℒ 𝛿𝛿𝑑𝑑4𝑥𝑥 = �ℒ 𝑑𝑑4𝑥𝑥′ − �ℒ 𝑑𝑑4𝑥𝑥 

𝑑𝑑4𝑥𝑥′ = 𝐽𝐽 �
𝜕𝜕𝑥𝑥′𝜇𝜇

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈 �𝑑𝑑
4𝑥𝑥 

𝐽𝐽 �𝜕𝜕𝑥𝑥
′𝜇𝜇

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈
�為𝐽𝐽𝑎𝑎𝛾𝛾𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑑𝑑𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑖𝑖𝐿𝐿𝑎𝑎𝐿𝐿𝑑𝑑 

𝜕𝜕𝑥𝑥′𝜇𝜇

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈 =
𝜕𝜕(𝑥𝑥𝜇𝜇 + 𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇)

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈 = 𝛿𝛿𝜇𝜇𝜈𝜈 + 𝜕𝜕𝜈𝜈𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇 

𝐽𝐽𝑎𝑎𝛾𝛾𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑑𝑑𝑢𝑢𝑢𝑢𝑚𝑚𝑖𝑖𝐿𝐿𝑎𝑎𝐿𝐿𝑑𝑑計算出來為 1 

𝐽𝐽 �
𝜕𝜕𝑥𝑥′𝜇𝜇

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈 � = 1 + 𝜕𝜕𝜇𝜇𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇 

                                                        
1 “Quantum Field Theory”, Ryder, P83 



所以 

�ℒ 𝛿𝛿𝑑𝑑4𝑥𝑥 = �ℒ ∗ 𝜕𝜕𝜇𝜇𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇 𝑑𝑑4𝑥𝑥 

合併兩項 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = 𝛿𝛿 �ℒ𝑑𝑑4𝑥𝑥 = ��𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝛿𝛿𝜙𝜙� + 𝜕𝜕𝜇𝜇ℒ ∗ 𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇� 𝑑𝑑4𝑥𝑥 + ��ℒ ∗ 𝜕𝜕𝜇𝜇𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇� 𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= �𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝛿𝛿𝜙𝜙� + 𝜕𝜕𝜇𝜇ℒ ∗ 𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇 + ℒ ∗ 𝜕𝜕𝜇𝜇𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇 𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= �𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝛿𝛿𝜙𝜙� + 𝜕𝜕𝜇𝜇(ℒ𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇) 𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= �𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝛿𝛿𝜙𝜙 + ℒ𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇�  𝑑𝑑4𝑥𝑥 = 0 

其中𝛿𝛿𝜙𝜙是𝜙𝜙自身的變分，不包含受到𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇的影響，我們想要考慮廣義一點，改寫成∆𝜙𝜙可以包含受到

𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇的影響。因為∆𝜙𝜙 = 𝛿𝛿𝜙𝜙 + 𝜕𝜕𝛼𝛼𝜙𝜙 ∗ 𝛿𝛿𝑥𝑥𝛼𝛼，所以 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = �𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
(∆𝜙𝜙 − 𝜕𝜕𝛼𝛼𝜙𝜙 ∗ 𝛿𝛿𝑥𝑥𝛼𝛼) + ℒ𝛿𝛿𝑥𝑥𝜇𝜇�  𝑑𝑑4𝑥𝑥 

= �𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
∆𝜙𝜙 − �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�

𝜕𝜕𝛼𝛼𝜙𝜙 − 𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼ℒ�𝛿𝛿𝑥𝑥𝛼𝛼�  𝑑𝑑4𝑥𝑥 

令 

�𝛿𝛿𝑥𝑥
𝛼𝛼

∆𝜙𝜙 � = 𝜀𝜀 �𝚾𝚾
𝜶𝜶

𝚿𝚿 � 

𝚾𝚾𝜶𝜶、𝚿𝚿為 Symmetry generators 

𝛿𝛿𝑆𝑆 = 𝜀𝜀�𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝚿𝚿 − �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�

𝜕𝜕𝛼𝛼𝜙𝜙 − 𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼ℒ�𝚾𝚾𝜶𝜶�  𝑑𝑑4𝑥𝑥 = 0 

因為𝜀𝜀是任意的，所以 

𝜕𝜕𝜇𝜇 �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝚿𝚿 − �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�

𝜕𝜕𝛼𝛼𝜙𝜙 − 𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼ℒ�𝚾𝚾𝜶𝜶� ≡ 𝜕𝜕𝜇𝜇𝑁𝑁𝜇𝜇 = 0 

定義諾特流(𝑁𝑁𝑖𝑖𝑢𝑢𝑑𝑑ℎ𝑢𝑢𝑢𝑢 𝛾𝛾𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑) 

𝑁𝑁𝜇𝜇 ≡ �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝚿𝚿 − �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�

𝜕𝜕𝛼𝛼𝜙𝜙 − 𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼ℒ�𝚾𝚾𝜶𝜶� 

如果是向量場Α𝜐𝜐， 

𝑁𝑁𝜇𝜇 ≡ �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇Α𝜐𝜐�
𝚿𝚿𝝊𝝊 − �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇Α𝜐𝜐�

𝜕𝜕𝛼𝛼Α𝜐𝜐 − 𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼ℒ�𝚾𝚾𝜶𝜶� 

其中，
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕�
是對應到物理量𝜙𝜙在對稱變換𝚿𝚿的守恆流，� 𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝛼𝛼𝜙𝜙 − 𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼ℒ�是對應時空𝑥𝑥𝜇𝜇變化𝚾𝚾𝜶𝜶下

的守恆流。 
  



第十七部分：諾特定理與對稱性-時空與能量動量守恆 
在討論時空對稱性時，我們固定物理量𝜙𝜙不受變分影響，𝚿𝚿 = 𝟎𝟎時，只剩下 

𝜕𝜕𝜇𝜇 ��
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇𝜙𝜙�
𝜕𝜕𝛼𝛼𝜙𝜙 − 𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼ℒ�𝚾𝚾𝜶𝜶� = 0 

我們定義能量動量張量𝐸𝐸𝐿𝐿𝑢𝑢𝑢𝑢𝐿𝐿𝑎𝑎 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚𝑢𝑢𝐿𝐿𝑑𝑑𝑢𝑢𝑚𝑚 𝑑𝑑𝑢𝑢𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢 𝑇𝑇𝜇𝜇𝜐𝜐 

𝑇𝑇𝜇𝜇𝜐𝜐 ≡
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜐𝜐𝜙𝜙)𝜕𝜕
𝜇𝜇𝜙𝜙 − 𝛿𝛿𝜇𝜇𝜐𝜐ℒ 

守恆流𝜕𝜕𝜐𝜐𝑇𝑇𝜇𝜇𝜐𝜐 = 0分別代表 

�
𝜕𝜕𝜐𝜐𝑇𝑇0𝜐𝜐 = 0 能量守恆

𝜕𝜕𝜐𝜐𝑇𝑇𝑖𝑖𝜐𝜐 = 0 動量守恆
 

在相對論中，一個自由粒子的能量動量張量為 
𝑇𝑇𝜇𝜇𝜐𝜐 ≡ 𝑚𝑚𝑈𝑈𝜇𝜇𝑈𝑈𝜐𝜐 

其中 

 

對古典粒子來說，回到非相對論性的話，粒子的軌跡𝑒𝑒只與𝑑𝑑有關， 

𝑇𝑇𝜇𝜇𝜐𝜐 = 𝑇𝑇00 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑒 �̇�𝑒 − 𝜕𝜕 = 𝐻𝐻 

𝑇𝑇00就是𝐻𝐻𝑎𝑎𝑚𝑚𝑖𝑖𝑢𝑢𝑑𝑑𝑖𝑖𝐿𝐿𝑖𝑖𝑎𝑎𝐿𝐿，能量守恆律 

𝜕𝜕𝜐𝜐𝑇𝑇0𝜐𝜐 = 𝜕𝜕0𝑇𝑇00 =
𝑑𝑑𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

能量不隨時間改變！古典的諾特定理表述為 
古典非相對論性 相對論性 

𝑆𝑆 = �𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑆𝑆 = �ℒ𝑑𝑑4𝑥𝑥 

𝑁𝑁 ≡ �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑒𝑖𝑖

𝐐𝐐𝒊𝒊 − �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑒𝑖𝑖

�̇�𝑒𝑖𝑖 − 𝜕𝜕�𝐓𝐓� 𝑁𝑁𝜇𝜇 ≡ �
𝜕𝜕ℒ

𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇Α𝜐𝜐�
𝚿𝚿𝝊𝝊 − �

𝜕𝜕ℒ
𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜇𝜇Α𝜐𝜐�

𝜕𝜕𝛼𝛼Α𝜐𝜐 − 𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼ℒ�𝚾𝚾𝜶𝜶� 

古典中，時間𝑑𝑑佔的角色對應於時空𝑥𝑥𝜇𝜇，所以時間的對稱性代表能量守恆，其餘得的對稱性𝐐𝐐𝒊𝒊可是空間

𝑒𝑒𝑖𝑖、角度𝑟𝑟𝑖𝑖，分別是 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑒𝑖𝑖

動量守恆 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑟𝑖𝑖

角動量守恆 
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